
Условие

Задание 2. Электрические качели.

В этой задаче мы предлагаем Вам рассмотреть колебания в LC-контуре с переменной емко-
стью. При непрерывном изменении емкости конденсатора, описание колебаний в контуре –
очень большая проблема. Поэтому в данной задаче емкость будет изменяться только в опре-
деленные моменты времени и на определенную величину, что существенно облегчит изучение
такой системы.

Колебательный контур состоит из конденсатора, емкость которого можно изменять, увели-
чивая или уменьшая расстояние между пластинами, и катушки с индуктивностью L, сопро-
тивлением которой можно пренебречь (рис. 1).
Рис.1

Часть первая. Толчок.**
В начальный момент времени емкость конденсатора равна C0, а расстояние между пласти-
нами равно d. В контуре возбуждают колебания. В момент времен, когда напряжение на
конденсаторе достигает максимального значения, расстояние между пластинами мгновенно
увеличивают на некоторую малую величину ∆x. Обозначим относительное увеличение рас-
стояния между пластинами δ = ∆x

d
.

1.1 Покажите, что при таком изменении расстояния емкость конденсатора уменьшается на
ту же относительную величину, т.е. что ∆C

C
= −δ.

1.2 Определите относительное изменение напряжения на пластинах U , полной энергии коле-
бательного контура W и периода колебаний T при таком перемещении.
Если изменения некоторых двух величин (∆x и ∆y) и их абсолютные значения (x и y)
удовлетворяют уравнению ∆y

∆x
= k y

x
, то из этого можно сделать вывод, что y ∼ xk.

1.3 Покажите, что отношение максимального напряжения на конденсаторе к полной энергии
контура остается постоянным при увеличении расстояния между пластинами.
1.4 Покажите, что произведение квадрата периода колебаний на полную энергию также не
изменяется в таком процессе.
Часть 2. Раскачка.

В этой части задачи расстояние между пластинами будем изменять неоднократно. По-прежнему
будем увеличивать расстояние между пластинами на ∆x (δ = ∆x

d
) в моменты времени, ко-

гда напряжение на конденсаторе достигает максимального значения, но в моменты, когда
напряжение на конденсаторе становится равным нулю, пластины снова сдвигают так, что
расстояние между ними становится прежним.
2.1 Пусть δ = 0,01. Определите, сколько времени понадобится для увеличения полной энергии
в контуре в 10 раз. Выразите это время в полных периодах колебаний T0.
2.2 Предположим, что индуктивность обладает небольшим сопротивлением R. Оцените, ка-
ким должно быть значение δ, чтобы колебания в контуре не затухали.
Часть 3. Сбой по согласованию.

Предположим, что операция, производимая во второй части задачи, осуществляется с часто-
той немного меньшей, чем удвоенная частота колебаний контура, т.е. промежуток времени

1



между двумя последовательными увеличениями (или уменьшениями) расстояния между пла-
стинами τ = T0

2
+ ∆t. Причем ∆t ≪ T0. Качественно опишите зависимость максимального

напряжения на конденсаторе от времени и определите промежуток времени между двумя
последовательными максимумами напряжения. Сопротивление катушки равно нулю.
Решение

Задание 2. Электрические качели.

Часть первая. Толчок.</u>
Обозначим площадь пластин конденсатора буквой S. Тогда его емкость:

C0 =
ε0S

d
. (1)

1.1 При увеличении расстояния между пластинами на величину ∆x, емкость конденсатора
становится равной:

C1 =
ε0S

d+∆x
. (2)

Относительное изменении емкости:

∆C

C0

=
C1 − C0

C0

=
C1

C0

− 1 =
d

d+∆x
− 1 =

1

1 + ∆x
d

− 1 ≈ −
∆x

d
= −δ. (3)

Причем это соотношение будет справедливо при любом d.
1.2 Т.к. перемещение мгновенное, заряд на конденсаторе не изменяется, поэтому:

C0U0 = C1U1, (4)

т.е.

U1 = U0

C0

C1

. (5)

Относительно изменение напряжения:

∆U

U
=

U1 − U0

U0

=
C0

C1

− 1 = δ. (6)

Выражения для энергий:

W0 =
Q2

2C0

, W1 =
Q2

2C1

, (7)

где Q - заряд конденсатора.
Поэтому:

∆W

W
=

W1 −W0

W1

= 1−
W0

W1

= 1−
C1

C0

= δ. (8)

Периоды колебаний в контуре до и после перемещения равны соответственно:

T0 = 2π
√

LC0, T1 = 2π
√

LC1. (9)

Относительное изменение:
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∆T

T
=

T1 − T0

T0

=

√

C1

C0

− 1 =

√

1

1 + δ
− 1 ≈ −

1

2
δ. (10)

1.3 Т.к. относительные изменения напряжения и энергии одинаковы (выражения (6) и (8)),
то можно записать следующее равенство:

∆W

∆U
=

W

U
, (11)

из которого следует, что энергия пропорциональна напряжению, а их отношение остается
постоянным:

W

U
= const. (12)

1.4 Аналогично, используя выражения (8) и (10), получаем:

∆W

∆T
= −2

W

T
, (13)

т.е. W ∼ T−2, следовательно:

WT 2 = const (14)

Часть 2. Раскачка. 2.1 При возвращении пластин на первоначальное расстояние, энергия
конденсатора не изменяется, т.к. эта операция проводится при нулевом напряжении на пла-
стинах конденсатора. Поэтому два раза за период колебаний энергия увеличивается в (1+ δ)
раз. Количество перемещений находит из условия:

(1 + δ)n = 10 (15)

Получаем:

n = log1+δ 10 =
ln 10

ln(1 + δ)
= 231,4 ≈ 231 (16)

Т.к. увеличение энергии происходит дважды за период, то время необходимое для увеличения
энергии в 10 раз:

t =
n

2
T0 ≈ 116T0 (17)

2.2 Т.к. сопротивление небольшое, то на протяжении половины периода напряжение изменя-
ется по синусоидальному закону. Тогда средняя мощность, выделяемая на сопротивлении:

⟨P ⟩ =
1

2

U2
max

R
(18)

Для поддержания колебаний необходимо, чтобы увеличение энергии за половину периода
полностью компенсировало тепловые потери:

1

2

U2
max

R

T0

2
= δW0 = δ

C0U
2
max

2
(19)

Поэтому:
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δ =
1

2

T0

RC0

(20)

Часть 3. Сбой по согласованию. Предположим, что в начальный момент времени все
происходит так, как было описано в предыдущих пунктах задачи. Затем, т.к. частоты не сов-
падают, увеличение расстояния между пластинами будет происходить не в моменты макси-
мального напряжения на конденсаторе. Соответственно и энергия будет увеличиваться не так
значительно. С другой стороны, при уменьшении расстояния между пластинами при нену-
левом значении напряжения на конденсаторе, энергия будет уменьшаться. В целом, энергия
будет увеличиваться до тех пор, пока значение напряжения на конденсаторе при увеличении
расстояния между пластинами, будет больше такового при уменьшении расстояния. Затем
энергия системы будет постепенно уменьшаться. Максимальная скорость уменьшения будет
в том случае, когда увеличение расстояния между пластинами происходит при нулевом на-
пряжении на них. Затем процесс пойдет в обратную сторону. Потери начнут уменьшаться, а
прибыль – расти. Полное время таких изменений определим следующим образом. Обозначим
за n, количество полупериодов, необходимых для возникновения первоначальной ситуации.
Тогда можно записать следующее условие:

n∆t =
T0

2
(21)

Тогда искомый промежуток времени равен:

t =
T0

2
n =

T 2
0

4∆t
(22)
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