
Условие

В школьных задачах на столкновение твердых тел или притяжение/отталкивание электриче-
ских зарядов обычно рассматривают два взаимодействующих тела, иногда три или четыре. В
настоящих же экспериментах на ускорителях, в том числе на Большом адронном коллайдере,
целый поток частиц, состоящий из их огромного количества, сталкивается с мишенью или с
другим таким же потоком. Взаимодействуя, частицы разлетаются под различными углами,
иначе говоря, рассеиваются. Величиной, измеряемой на эксперименте, является распределе-
ние количества частиц по углам их отклонения (рассеяния). Такое распределение называют
сечением рассеяния. В настоящей задаче предлагаем вам рассчитать сечение рассеяния для
простого случая взаимодействия – упругого столкновения твердых тел. Влиянием поля тя-
жести во всей задаче можете смело пренебрегать.
Часть 0. Подготовка На гладкую упругую плоскую закрепленную поверхность под уг-
лом ϕ к нормали падает некоторая частица. Здесь и далее под упругой поверхностью будем
понимать отсутствие потерь механической энергии при столкновении с ней.
0.1. Покажите, что при столкновении будет выполняться «оптический» закон: угол падения
равен углу отражения. 0.2. Выразите через ϕ угол рассеяния χ – угол между начальным
направлением полета частицы и направлением полета после отражения.
Часть 1. Шар закреплен Имеется закрепленный шар радиуса R с гладкой упругой поверх-
ностью. На этот шар падает разреженный однородный поток очень малых частиц, скорости
которых параллельны. Плотность потока частиц, то есть количество частиц, пролетающих
через единицу поперечного сечения потока в единицу времени, равна j. При столкновении
с шаром различные частицы будут рассеиваться на различные углы. Считайте, что поток
частиц разрежен настолько, что их столкновение друг с другом после отлета от шара прак-
тически невероятно. Для каждой отдельной налетающей на шар частицы ключевой харак-
теристикой, определяющей ее дальнейшее рассеяние, является прицельное расстояние ρ –
расстояние от направления ее скорости до центра шара (рис. 1).

Рисунок 1 - Ключевые характеристики рассеяния
1.1. Найдите зависимость прицельного расстояния ρ некоторой частицы от угла ее рассеяния
χ после столкновения с шаром. Определите диапазон возможных значений угла рассеяния χ.
Вообще говоря, вероятность того, что после столкновения некоторая частица отклонится ров-
но на наперед заданный угол, практически равна нулю. Поэтому обычно говорят о количестве
частиц, которые рассеиваются на некоторый диапазон углов.
1.2. Получите выражение для количества частиц ∆Nχ, которые в единицу времени рассеются
на угол в малом диапазоне от χ до χ+∆χ, где ∆χ ≪ χ.
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Полученная величина уже показывает количество частиц из падающего на шар потока, ко-
торые после взаимодействия отлетят на тот или иной угол – то, что и требуется найти в
задаче рассеяния. Однако, это количество ∆N учитывает все частицы, отклоняющиеся после
столкновения и «вправо», и «влево», и «вверх», и «вниз» на угол χ – в общем виде улета-
ющих «кольцом» вдоль образующей конуса с вершиной в центре шара (примерно) и углом
полураствора χ (рисунок 2).

Реальный же детектор в эксперименте – это не кольцо, а устройство с небольшой площадью
(«Д» на рисунке), которое помещают на некотором расстоянии от рассеивателя (центра шара)
при разных углах χ.
1.3. Получите выражение для количества частиц ∆NS, которые в единицу времени попадают
на детектор с малой площадью ∆S, расположенный на расстоянии l от центра шара (l ≫ R)
по направлению угла рассеяния χ.
Понятно, что если отодвинуть детектор дальше от шара, то количество попадающих на него
частиц уменьшится, так как частицы разлетаются друг от друга с расстоянием. Чтобы фикси-
ровать то же самое количество частиц, площадь детектора пришлось бы увеличивать. Легко
показать, что для регистрации одного и того же числа частиц необходимо, чтобы величина
∆S/(l2) сохранялась. Говорят, что разлетающийся поток частиц «вырезает» в пространстве
телесный угол величиной ∆Ω = ∆S/l2, по аналогии с тем, как два луча «вырезают» на
плоскости линейный угол величиной ∆ϕ = ∆l/R (рис. 3).
Внутри этого телесного угла число рассеянных частиц будет оставаться постоянным. Таким
образом, чтобы в теоретических расчетах не учитывать размеры детектора, который будет
использоваться на эксперименте, результаты оптимально выражать через элемент телесного
угла ∆Ω.

Другой «апгрейд» полученных формул можно получить из осознания того факта, что число
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отклонившихся в единицу времени частиц будет, очевидно, увеличиваться с ростом числа
частиц в падающем потоке. Для того чтобы в формулах отражался лишь процесс рассеяния,
предлагают искать не абсолютное, а относительное количество рассеянных частиц – для этого
полученное число ∆N необходимо разделить на плотность потока
падающих частиц j. Таким образом, получается величина, называемая дифференциальным
сечением рассеяния: ∆σ = ∆N

j
.

1.4. Получите выражение для дифференциального сечения рассеяния ∆σ отлетающих от ша-
ра частиц на единицу телесного угла ∆Ω в зависимости от их угла отклонения χ. Качественно
объясните полученный результат.
1.5. Просуммируйте полученный в пункте 1.4 результат во всем возможным углам χ, учиты-
вая, что полный (развернутый) телесный угол равен 4π. Объясните полученный результат.
Часть 2. Шар не закреплен

В этой части будем считать, что большой шар радиуса R, по-прежнему с гладкой упругой
поверхностью, не закреплен. Более того, будем считать, что имеется однородный разрежен-
ный слой таких незакрепленных шаров, на который по-прежнему налетает поток одинаковых
маленьких частиц. Массу каждой частицы считайте равной массе большого шара. Поток ча-
стиц и слой шаров разрежены настолько, что столкновение частиц между собой и шаров
между собой маловероятно. Также будем считать, что каждая частица испытает только одно
столкновение с большим шаром. До начала столкновений все большие шары покоились. При
этом после столкновения отлетать будут как маленькие частицы, так и большие шары.
2.1. Получите выражение для дифференциального сечения рассеяния ∆σ1 маленьких частиц
(через χ1, ∆Ω1) в результате их столкновения с большими шарами.
2.2. Получите выражение для дифференциального сечения рассеяния ∆σ2 больших шаров
(через χ2, ∆Ω2) в результате налета на них потока маленьких частиц.
Решение

Часть 0. Подготовка

0.1. Пренебрегая влиянием поля тяжести, потенциальная энергия частицы до и после соуда-
рения постоянна, ее можно считать равной нулю. Так как условие гладкости поверхности
говорит о сохранении механической энергии, постоянной окажется кинетическая энергия,
откуда следует сохранение модуля полной скорости частицы до и после соударения.
Гладкость поверхности говорит об отсутствии каких-либо сил трения в момент соударения.
Пренебрегая силой тяжести, единственная сила, действующая на частицу, – сила реакции со
стороны поверхности – направлена по нормали к ней. Используя закон сохранения импуль-
са в проекции на поверхность, приходим к выводу, что проекция скорости частицы на эту
поверхность будет сохраняться.
Изобразим векторы скоростей частицы вместе с их проекциями на рисунке 1. Так как AO =
OC и BO = OD, прямоугольные треугольники ABO и CDO равны, откуда следует равенство
углов при вершинах A и C, то есть равенство углов падения ϕ и отражения ϕ′.
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0.2. Из рисунка 1 легко получить результат χ = π − 2ϕ в радианах либо χ = 180◦ − 2ϕ в
градусах.
Важно правильно изобразить угол рассеяния χ на рисунке с учетом того, что это угол между
направлениями, но не угол между траекториями до и после соударения. Для того чтобы его
безошибочно определить, можно изобразить векторы скоростей частицы до и после столкно-
вения непосредственно в точке O. Угол χ – это угол между указанными векторами. Наконец,
подсказкой служит рисунок 1 в условии задачи.
Часть 1. Шар закреплен

1.1. Из треугольника OAB на рисунке 2 видно, что прицельное расстояние ρ связано с углом
падения ϕ следующим выражением: ρ = R sinϕ. Из результата пункта 0.2 получаем, что
ϕ = (π − χ)/2, откуда следует:

ρ = R cosχ/2

Можно получить и обратное выражение:

χ = 2arccos
ρ

R

Минимальное и максимальное значение прицельного расстояния ρ для того, чтобы произошло
столкновение, равно 0 и R, соответственно. Полученная связь χ и ρ является монотонной на
этом интервале. Тогда, вычисляя угол рассеяния на границах интервала, делаем вывод, что
он может принимать любое значение, то есть лежать в диапазоне от 0 до π (180◦).

4



1.2. Из полученного выражения видим, что связь ρ и χ однозначная, то есть каждому зна-
чению прицельного расстояния соответствует свое значение угла рассеяния. Тогда можно
утверждать, что в малом диапазоне углов от χ до χ+∆χ рассеиваются те частицы, которые
попадут на шар в диапазоне прицельных расстояний от ρ до ρ+∆ρ (рисунок 3). Поперечное
сечение потока таких частиц представляет собой тонкое кольцо радиусом ρ и толщиной ∆ρ.
Площадь такого кольца, учитывая малость ∆ρ, равна ∆S = 2πρ∆ρ. Учитывая определение
плотности потока частиц из условия задачи и результат пункта 1.1, получаем, что искомое
число частиц, которые рассеиваются в единицу времени, равно:

∆Nχ = 2πjR cos
χ

2
∆ρ

В данной формуле нам неизвестна величина ∆ρ. Из рисунка 3 ее можно выразить как ∆ρ =
AB cosϕ. Учитывая малость ∆ρ и, соответственно, хорды AB, последнюю можно примерно
заменить дугой: AB = R∆ϕ. Наконец, из связи, полученной в пункте 0.2, легко получить:
∆ϕ = ϕ2 − ϕ1 =

π−χ2

2
−

π−χ1

2
= χ1−χ1

2
= −

∆χ

2
. Знак «минус» здесь означает, что с ростом угла

ϕ угол χ уменьшается. Для наших расчетов длины отрезка ∆ρ этот знак не нужен, поэтому
мы будем брать выражение по модулю. Объединяя выражения, получаем:

∆ρ =
R∆χ

2
cosϕ =

R∆χ

2
sin

χ

2

Откуда искомое число частиц, рассеивающихся в единицу времени, равно:

∆Nχ = jπR2∆χ cos
χ

2
sin

χ

2
= j

πR2

2
sinχ∆χ

1.3. Пусть на детектор малой площади ∆S, расположенный на расстоянии l от шара, падают
частицы, которые рассеиваются в диапазоне углов от χ до χ+∆χ. На детектор попадет лишь
часть таких частиц. В общем случае сечение потока всех таких частиц в некоторый момент
времени будет представлять собой кольцо, вырезанное на поверхности сферы (рисунок 4),
как и отмечено в условии. Найдем площадь этого кольца.
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Внутренний радиус указанного кольца, как видно из рисунка 4, равен AB = l sinχ. Фигура
вырезана на сфере и, вообще говоря, не лежит в плоскости, однако в силу малости величины
∆S, а, следовательно, и ∆χ примерную площадь кольца можно легко рассчитать аналогично
расчету в пункте 1.2. Учитывая, что толщина кольца равна BC = l∆χ, его площадь будет
определяться выражением:

∆Sχ = 2π · AB · BC = 2πl2 sinχ∆χ

Полагая, что в указанном тонком кольце поток частиц можно считать примерно постоянным,
количество частиц, попадающих в единицу времени на детектор, можно определить простой
пропорцией:

∆NS = ∆Nχ

∆S

∆Sχ

= j
R2

4

∆S

l2

1.4. Подставив полученный результат в формулу ∆σ = ∆N
j

и произведя замену ∆S
l2

на ∆Ω,
получаем:

∆σ =
R2

4
∆Ω

Полученный результат не зависит от угла рассеяния χ. Это говорит о том, что в любом
направлении будет рассеиваться одно и то же количество частиц. Иначе говоря, помещая
детектор частиц на одном и том же расстоянии с разных сторон от шара, в единицу вре-
мени будет всегда фиксироваться одинаковое количество частиц. Такое рассеяние называют
изотропным, то есть не зависящим от направления.
1.5. Формула, полученная в предыдущем пункте, определяет количество частиц, рассеиваю-
щихся на малый диапазон около некоторого выбранного угла χ. Если мы хотим просумми-
ровать частицы, вылетающие под всеми углами, постоянная величина R2/4 будет
выноситься за скобки как общий множитель. Сумма по всем малым телесным углам ∆Ω
даст полный (развернутый) телесный угол, который, как сказано в условии задачи, равен 4π.
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Получаем:

σ = ∆σχ1
+∆σχ2

+∆σχ3
+ · · · =

R2

4
4π = πR2

Данный результат легко объяснить, если от сечения рассеяния вернуться к количеству ча-
стиц, то есть умножить его на плотность потока j. По внешнему виду формулы jπR2, можно
сказать, что это количество частиц в падающем потоке, пролетающих через площадь попереч-
ного сечения πR2, то есть через окружность радиусом R. Но ведь именно столько частиц из
падающего потока и попадают хоть в какую-нибудь точку шара (поперечное сечение шара как
раз представляет собой окружность радиуса R). Другими словами, просуммировав количе-
ство частиц, вылетающих во всех возможных направлениях, мы получили полное количество
частиц, падающих на шар. Понимая, что ничего другого не должно было получиться (все
падающие частицы должны отлететь от шара), мы подтвердили правильность полученных
результатов.
В теории рассеяния величина σ называется полным сечением рассеяния и имеет смысл эф-
фективной площади той области поперечного сечения падающего потока частиц, в которой
происходит взаимодействие.
Часть 2. Шар не закреплен

Прежде всего, отметим, что не стоит бояться большого количества шаров вместо одного. Это
сделано лишь для того, чтобы по-прежнему большое количество частиц могло столкнуться с
шаром (шарами). Ведь если бы шар был один, то после соударений с первой же частицей он
отлетел, и, согласно условию, больше не столкнулся ни с одной частицей. С другой стороны,
столкновение с любым из шаров, первоначально покоившихся, описывается формулами со-
вершенно одинаково. Поэтому еще раз подчеркнем, не стоит опасаться большого количества
шаров.
Далее отметим, что изменится в решении задачи по сравнению с первой частью. Конечно
же, по-другому будет происходить столкновение частицы с шаром, ведь последний теперь не
закреплен. В силу упругости поверхности механическая энергия системы по-прежнему со-
храняется, однако часть кинетической энергии падающей частицы перейдет в кинетическую
энергию отлетевшего шара. Следовательно, утверждение о сохранении модуля скорости ча-
стицы после столкновения уже не имеет место быть. Получаем, что теперь мы имеем дело с
«неоптическим» случаем: угол падения не равен углу отражения! Поэтому в этой части за-
дачи необходимо повторить все действия, проделанные в части 1, с самого начала для нового
механизма взаимодействия.
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2.1 и 2.2. Поверхность шара, по-прежнему, гладкая, поэтому сила взаимодействия между ша-
ром и частицей может быть направлена только по нормали к поверхности в точке соударения.
Отсюда следует, что скорость большого шара может быть направлена только
вдоль нормали, то есть под углом падения ϕ к направлению падающей частицы (рисунок 5).
Но ведь это и есть угол рассеяния χ2 большого шара. Тогда можно проделать все операции,
аналогично пунктам 1.1-1.4 для больших шаров. Первым шагом найдем связь прицельного
расстояния падающей частицы ρ и углом рассеяния шара χ2.

ρ = R sinϕ = R sinχ2

Прицельное расстояние может принимать значения от 0 до R. На этом интервале полученная
связь является монотонной. Тогда угол рассеяния будет лежать в диапазоне от 0 до π/2. То
есть ни один шар не отлетит под углом рассеяния, большим, чем π/2, что, в принципе, понятно
из интуитивных соображений.
Аналогично пункту 1.2 можно найти количество шаров, отлетающих в некотором заданном
диапазоне углов. Связь ρ и χ2 здесь используется в том смысле, что на каждую падающую
под прицельным расстоянием ρ частицу приходится один шар, отлетевший под углом χ2.

∆Nχ2
= 2πjR sinχ2∆ρ = 2πjR sinχ2R∆ϕ cosϕ = jπR2 sin 2χ2∆χ2

Вычисления, произведенные в пунктах 1.3 и 1.4 предыдущей части задачи, никак не связаны
с характером взаимодействия – они универсальны для любой задачи рассеяния. Объединим
их в одно выражение:

∆σ2 =
∆N2S

j
=

∆Nχ2

j

∆S

2πl2 sinχ2∆χ2

=
∆Nχ2

∆Ω2

j2π sinχ2∆χ2

Наконец, подставляя результат первого выражения во второе, получаем ответ для пункта
2.2:

∆σ2 =

{

R2 cosχ2∆Ω2, 0 ≤ χ2 ≤ π/2

0, χ2 > π/2

Вторая строка в этой записи несет смысл уже оговоренного факта, что ни один шар не
отклонится на угол, больший, чем π/2.
Для того, чтобы найти угол рассеяния налетающих частиц, запишем закон сохранения энер-
гии и закон сохранения импульса в проекциях. Ось x направим вдоль направления движения
частицы до столкновения, ось y – перпендикулярно первой в плоскости рисунка.











mυ2

0

2
=

mυ2

1

2
+

mυ2

2

2

mυ0 = mυ1 cosχ1 +mυ2 cosχ2

0 = mυ1 sinχ1 −mυ2 sinχ2

m – масса частицы и шара (они равны друг другу по условию), υ0 – скорость частицы до
столкновения, υ1 – скорость частицы после столкновения, υ2 – скорость отлетающего шара.
Учитывая равенство масс частицы и шара, выражение можно преобразовать к виду











υ2
0
= υ2

1
+ υ2

2

υ0 = υ1 cosχ1 + υ2 cosχ2

0 = υ1 sinχ1 − υ2 sinχ2
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Получить искомый угол рассеяния χ1 из данной системы уравнений можно различными спо-
собами. Предлагаем возвести второе и третье уравнение в квадрат и сложить друг с другом:

{

υ2
0
= υ2

1
+ υ2

2

υ2
0
= υ2

1
+ υ2

2
+ υ1υ2(cosχ1 cosχ2 − sinχ1 sinχ2)

Вычитая одно из другого, получаем:

0 = υ1υ2 cos(χ1 + χ2)

Откуда следует, что χ1+χ2 = π/2. Это известный результат для бильярдных шаров, имеющих
равную массу: после столкновения они разлетаются под прямым углом друг к другу.
Понимая, что на каждый отлетевший под углом χ2 шар приходится одна отклонившаяся на
угол χ1 = π/2−χ2 частица, мы можем просто выразить один угол через другой в полученном
выше выражении для ∆Nχ2

и получить количество рассеянных частиц ∆Nχ1
:

∆Nχ1
= jπR2 sin(π − 2χ1)∆χ1 = jπR2 sin 2χ1∆χ1

Здесь мы учли, что, в силу полученной между углами связи, ∆χ1 и ∆χ2 равны друг другу с
точностью до знака. Также из связи следует, что угол рассеяния частиц χ1 изменяется в том
же диапазоне, что и χ2: от 0 до π/2. То есть ни одна частица после соударения с шаром не
отлетит назад.
Как и для больших шаров, справедливо выражение:

∆σ1 =
∆Nχ1

∆Ω1

j2π sinχ1∆χ1

Отсюда получаем дифференциальное сечение рассеяния для налетающих на шары частиц:

∆σ1 =

{

R2 cosχ1∆Ω1, 0 ≤ χ1 ≤ π/2

0, χ1 > π/2

Мы получили интересный результат, что в результате описанных столкновений распределе-
ние отлетевших шаров и распределение частиц по углам рассеяния будет одинаковое. При
этом количество частиц или шаров будет уменьшаться с увеличением угла χ, под которым
расположен детектор.
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