
Кольцевая
Условие

Задача 11- 2. «Кольцевая»

Построение всех графиков выполняйте на отдельных, выданных Вам бланках!

Часть 1. Электрическое поле кольца.

Суммарный электрический заряд тонкого равномерно заряженного кольца равен Q, радиус
кольца - R. Совместим ось Z с осью кольца, начало отсчета поместим в центр кольца.

1.1 Найдите зависимость проекции вектора напряженности электрического поля Ez(z) на ось
Z от координаты на оси кольца.
Обозначим E0 =

Q
4πε0R2 .

1.2 Постройте график зависимости величины Ez(z)
E0

от величины ξ = z
R
.

1.3 Получите упрощенный вид зависимости Ez(z) при z ≫ R.
1.4 На оси кольца на расстоянии z находится электрический диполь с дипольным моментом
p⃗e. Считая, что z ≫ R найдите силу F⃗ , действующую на диполь.

Электрическим диполем называется система из двух точечных зарядов, одинаковых по ве-
личине и противоположных по знаку +q,−q, находящихся на малом расстоянии a друг от
друга. Характеристикой диполя является его дипольный момент, который определяется как
p⃗e = qa⃗.
Подсказка. Покажите, что сила, действующая на диполь равна Fz = pe

∆Ez

∆z
.

Часть 2. Магнитное поле кольца.
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Закон Био - Савара:

Малый элемент тока I∆l создает в произвольной точке A магнитное поле, индукция которого
определяется по формуле

∆B =
µ0

4π

I∆l

r2
sinα (1)

где I - сила тока, протекающего по элементу длиной ∆l, r - расстояние от элемента тока до
точки A, α - угол между направлением элемента тока и направлением на точку A. Вектор
∆B⃗ перпендикулярен плоскости, в которой лежит элемент тока и точка A.
По проволочному кольцу радиуса R протекает постоянный электрический ток силы I.
Совместим ось Z с осью кольца, начало отсчета поместим в центр кольца.
2.1 Найдите зависимость проекции вектора индукции магнитного поля Bz(z) на ось Z от
координаты на оси кольца.

Обозначим B0 =
µ0I
2R

.

2.2 Постройте график зависимости величины Bz(z)
B0

от величины ξ = z
R
.

2.3 Получите упрощенный вид зависимости Bz(z) при z ≫ R.

2.4 На оси кольца на расстоянии z находится магнитный диполь с дипольным моментом p⃗m.
Считая, что z ≫ R найдите силу F⃗ , действующую на диполь.
Магнитным диполем является малое кольцо с током. Магнитный дипольный момент опре-
деляется как произведение силы тока на площадь кольца pm = IS. Направление вектора
дипольного момента совпадает с осью кольца.
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Подсказка. Известно, что сила, действующая на магнитный диполь равна Fz = pm
∆Bz

∆z
.

Часть 3. Взаимодействие постоянных магнитов.

Постоянные магниты изготавливаются из намагниченных ферромагнетиков. Характери-
стикой степени намагниченности является вектор намагничивания J⃗ , равный дипольному
моменту единицы объема вещества.
Постоянный магнит имеет форму тонкого диска радиуса R и толщины h (h ≪ R). Диск

намагничен однородно его вектор намагничивания равен J⃗ и направлен вдоль оси диска.

3.1 Найдите индукцию магнитного поля B⃗0 в центре диска.
3.2 Найдите зависимость проекции вектора индукции на ось диска Bz(z) в точках находя-
щихся на оси диска, в зависимости от расстояния от его центра.
3.3 На большом расстоянии L (L ≫ R) от магнита расположили еще один такой же магнит.
Оси магнитов совпадают. Найдите зависимость силы взаимодействия между магнитами от
расстояния между ними.

В описанном дисковом магните вырезают полость в цилиндра радиуса R
2
, соосную с магнитом.

В результате чего получился кольцевой магнит.
3.3 Найдите зависимость проекции вектора индукции на ось диска Bz(z) в точках находя-
щихся на оси магнита, в зависимости от расстояния от его центра. Постройте схематический
график зависимости величины Bz(z)

B0

от величины z
R
.

Величина B0 - та, что определена вами в п.3.1.
Решение

Задача 11-2. «Кольцевая»

Часть 1. Электрическое поле кольца.

1.1 Напряженность электрического поля, создаваемого зарядом кольца легко рассчитывается
с помощью закона Кулона и принципа суперпозицию
Разобьем кольцо на малые участки, заряд каждого из них обозначим ∆Qi. В точке наблю-
дения вектор напряженность поля ∆E⃗i, создаваемого этим зарядом, направлен вдоль линии,
соединяющей заряд и точку наблюдения. Величина этого вектора может быть рассчитана по
закону Ш. Кулона

∆Ei =
∆Qi

4πε0r2
,

где r =
√
z2 +R2 - расстояние от заряда то точки наблюдения.
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Из симметрии задачи следует, что результирующий вектор напряженности направлен вдоль
оси кольца. Поэтому для его расчета достаточно просуммировать проекции векторов ∆E⃗ на
эту ось ∆EiZ = ∆Ei cosα = ∆Ei

z
r
. Просуммируем проекции векторов напряженностей полей,

создаваемых всеми зарядами, на которые мы разбили кольцо

EZ = ∆E1Z +∆E2Z + ... =
∑

i

∆EiZ =
∑

i

∆Qi

4πε0r2
· cosα.

Так как все заряды находятся на равных расстояниях r от точки наблюдения, а векторы ∆E⃗i

образуют равные углы α с осью Z, вычисление этой суммы сводится суммированию зарядов
(постоянные множители можно вынести за знак суммы):

EZ =
∑

i

∆Qi

4πε0r2
cosα =

Q

4πε0
·

z

(z2 +R2)3/2
=

Q

4πε0R2

ξ

(1 + ξ2)3/2
= E0

ξ

(1 + ξ2)3/2
. (1)

1.2 График функции Ez

Ez

(ξ) может быть построен традиционными способами. Результат по-
строения показан на рисунке.
1.3 При z ≫ R напряженность поля выражается формулой

EZ =
Q

4πε0
·

z

(z2 +R2)3/2
≈

Q

4πε0z2
, (2)

Что совпадает с полем точечного заряда, что и следовало ожидать.
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1.4 Ось диполя совпадает с направлением вектора напряженности внешнего электрического
поля. Совместим ось x системы координат с направлением вектора напряженности. Результи-
рующая сила, действующая на диполь, равна векторной сумме сил, действующих на заряды
диполя,

F = F+ − F− = q(E(z + a)− E(z)) = qa
∆E

∆z
= pe

∆Ez

∆z
. (3)

Используя полученную формулу и выражение для напряженности поля (2)

F = pe
∆Ez

∆z
= pe

(

Q

4πε0z2

)

′

= −
peQ

4πε0z3
. (4)

Часть 2. Магнитное поле кольца.

- найдем индукцию поля в точке A, находящейся на оси кольца на расстоянии z от его центра.

Выделяем малый участок кольца
(

I∆l⃗
)

k
и строим вектор индукции поля ∆B⃗k, созданным

этим элементом, в рассматриваемой точке. Это вектор перпендикулярен вектору r⃗, соеди-
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няющему выделенный участок с точкой наблюдения. Векторы
(

I∆l⃗
)

k
и r⃗k, как и ранее,

перпендикулярны, поэтому sinα = 1. Так кольцо обладает осевой симметрией, то суммарный
вектор индукции поля в точке A должен быть направлен по оси кольца. К этому же выводу о
направлении суммарного вектора индукции можно прийти, если заметить, что каждому вы-
деленному участку кольца имеется симметричный ему с противоположной стороны, а сумма
двух симметричных векторов направлена вдоль оси кольца. Таким образом, для того что-
бы определить модуль суммарного вектора индукции, необходимо просуммировать проекции
векторов на ось кольца. Эта операция не представляет особой сложности, если учесть, рас-
стояния от всех точек кольца до точки наблюдения одинаковы rk =

√
R2 + z2, а также

одинаковы углы φ между векторами ∆B⃗k и осью кольца. Запишем выражение для модуля
искомого суммарного вектора индукции

B =
∑

k

∆Bzk =
∑

k

µ0

4π

(I∆l)k
r2

cosφ =
µ0

4π

I cosφ

r2

∑

k

∆lk =
µ0

4π

I cosφ

r2
2πR =

µ0IR

2r2
cosφ.

Из рисунка следует, что cosφ = R
r
, с учетом выражения для расстояния r, получим оконча-

тельное выражение для вектора индукции поля

B =
µ0IR

2r2
cosφ =

µ0IR
2

2r3
=

µ0I

2
·

R2

(R2 + z2)
3

2

. (5)

Это выражение можно переписать в виде

Bz =
µ0I

2R
·

1

(1 + ξ2)
3

2

=
B0

(1 + ξ2)
3

2

. (6)

График этой функции показан на следующем рисунке.
График 2.2 Магнитное поле кольцевого тока.

2.3 При z ≫ R формула (6) принимает вид
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B =
µ0I

2
·

R2

(R2 + z2)
3

2

≈
µ0IR

2

2z3
. (7)

2.4 Сила, действующая на магнитный диполь, рассчитывается по формуле

Fz = pm
∆Bz

∆z
= pm

(

µ0IR
2

2z3

)

′

= −
3

2

µ0IR
2

z4
pm. (8)

Часть 3. Взаимодействие постоянных магнитов.

Согласно подтвержденной ныне гипотезе Ампера поле постоянного магнита эквивалентно
полю молекулярных токов, протекающих по его поверхности.
Для соотнесения этих полей следует приравнять магнитные моменты магнита и соответству-
ющего тока. Так в случае цилиндрического магнита можно записать

JSh = IS. (9)

где S - площадь основания магнита, I - сила эквивалентного тока протекающего по боковой
поверхности магнита. Таким образом, поле данного магнита совпадает с полем кругового тока
силой I = Jh, протекающего по кольцу радиуса R. Далее можно использовать все формулы,
полученные в Части 2.
3.1 Так индукция в центре диска рассчитывает по формуле (5) при z = 0:

B0(z = 0) =
µ0I

2
·

R2

(R2 + z2)
3

2

=
µ0Jh

2R
. (10)

3.2 Индукция поля на оси диска Bz(z) описывается той же формулой

B(z) =
µ0Jh

2
·

R2

(R2 + z2)
3

2

. (11)

3.3 Для силы взаимодействия применима формула (8)

Fz = −
3

2

µ0IR
2

L4
pm =

3

2

µ0JhR
2

L4
JhπR2 =

3

2π

µ0 (JhπR
2)

2

L4
. (12)

3.4 Поле молекулярных токов, текущих по внутренней поверхности тока эквивалентно то-
лю кругового тока силой I = −Jh, протекающего по кольцу радиуса R

2
. Поэтому величина

индукции поля кольцевого магнита описывается «составной» формулой:

B(z) =
µ0Jh

2
·

R2

(R2 + z2)
3

2

−
µ0Jh

2

R2/4

(R2/4 + z2)
3

2

= B0

(

1

(1 + ξ2)
3

2

−
0,25

(0,25 + ξ2)
3

2

)

. (13)

График этой функции показан на последнем рисунке. График 3.4 Поле кольцевого магнита.
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