
Побег и погоня

Условие

Задача 3. «Побег и погоня»

Перпендикулярно горизонтальной плоскости большого стола протянут длинный электриче-
ский кабель. На поверхности стола на расстоянии l от кабеля поставили на ребро алюминие-
вую монету, так, что электрический кабель оказался в плоскости монеты. Монета представ-
ляет собой однородный диск радиуса R и толщиной h. Размеры монеты значительно меньше
расстояния до кабеля.
1. Определите массу монеты. По проводу начинают пропускать электрический ток, который
быстро возрастает от нуля до максимального значения I0, после чего остается постоянным.
2. Какую максимальную скорость приобретет монета за время возрастания тока? 3. На какое
расстояние откатится монета? Рассчитайте путь, пройденный монетой, если l = 50 см.
Плотность γ, удельное электрическое сопротивление ρ алюминия считайте известными.
Не смущайтесь использовать простейшие интегралы, например,

∫

xndn = xn+1

n+1
, при любых

n ̸= −1.
Благодарите за подсказку: Пусть небольшой контур с электрическим током находится в

неоднородном магнитном поле. Суммарная сила, действующая на контур, может быть

рассчитана по формуле

F = IS
∆B

∆x
,

где I - сила тока в контуре, S - площадь контура, B - нормальная к плоскости контура
составляющая вектора индукции магнитного поля.
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Задание 3. «Конденсатор»

Плоский конденсатор состоит из двух одинаковых пластин, расположенных параллельно друг
другу. Точка А находится внутри конденсатора, расстояния от данной точки до пластин оди-
наковы (рис.1). Поверхностная плотность заряда на нижней пластине поддерживается посто-
янной и равной σ0, поверхностную плотность заряда верхней пластины σ1 изменяют, проводя
при этом измерения потенциала φ и модуля напряженности электрического поля E в точке
А. По полученным экспериментальным данным были построены графики исследованных за-
висимостей. Однако по непонятным причинам на графике зависимости потенциала осталась
всего одна точка (рис. 2), а на графике зависимости модуля напряженности две точки (рис.
3).

1. Получите аналитические зависимости потенциала и модуля напряженности электрическо-
го поля в точке А от отношения γ = σ1

σ0
поверхностных плотностей зарядов на пластинах.

(Выразите эти зависимости через «сохранившиеся» данные φ0, E1, E2) 2. Постройте графики
этих зависимостей.
Задание 4. «Суперпозиция»

С поверхности бесконечной пластины с начальной скоростью V⃗0, направленной перпенди-
кулярно пластине, вылетает электрон. Определите, на какое максимальное расстояние от
пластины удалится электрон, если а) над пластиной создано однородное электрическое поле,

напряженности E⃗, направленной перпендикулярно пластине; б) над пластиной создано одно-

родное магнитное поле, индукции B⃗, направленной параллельно пластине; в) над пластиной

созданы однородное электрическое поле, напряженности E⃗, направленной перпендикулярно
пластине, и однородное магнитное поле, индукции B⃗, направленной параллельно пластине.
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Решение

Задача 3. «Побег и погоня»

1. Расчет массы очевиден m = γV = πR2hγ.
2. Обсудим физические причины, приводящие в движение монету. При включении тока воз-
никает переменное магнитное поле, которое индуцирует в монете электрические токи, кото-
рые в свою очередь, взаимодействуют с магнитным полем. Это взаимодействие приведет к
появлению силы Ампера, сообщающей монете ускорение. Так как по условию ток, а, следо-
вательно, и магнитное поле возрастают быстро, то можно пренебречь смещением монеты за
время возрастания тока в кабеле. То есть, достаточно рассчитать импульс, который приоб-
ретет монета. На основании правила Ленца можно утверждать, что импульс монеты будет
направлен от кабеля (чтобы уменьшить возрастание магнитного потока), поэтому дальней-
шие расчеты будем проводить без учета знаков, то есть «по модулю». Приступим к расчету
скорости монеты.
Строго говоря, магнитное поле в пределах молекулы является неоднородным. Однако, при-
нимая во внимание малые размеры монеты, по сравнению с расстоянием до кабеля, при рас-
чете распределения токов в монете неоднородностью поля пренебрежем. Учитывая осевую
симметрию монеты, следует считать, что распределение токов в монете является круговым,
причем величина плотности тока зависит расстояния до центра монеты. Выделим в монете
тонкое кольцо радиуса r, толщиной dr и найдем силу тока в этом кольце. Магнитный поток
через площадь кольца равен

Φ = πr2B0 = πr2
µ0I

2πl
=

µ0I

2l
r2, (1)

здесь B0 = µ0I

2πl
- индукция магнитного поля в центре монеты, рассчитываемая по известной

формуле индукции поля прямого тока.
При изменении силы тока в кабеле, в рассматриваемом кольце возникнет ЭДС индукции,
равная по закону Фарадея

Eind =
dΦ

dt
=

µ0I
′

2l
r2, (2)

здесь I ′ = dI
dt

- скорость изменения тока в кабеле, кроме того, согласно сделанной ранее
оговорке опущен знак минус.
Электрическая проводимость выделенного кольца рассчитывается по известной формуле

g =
1

Rэл.

=
hdr

ρ2πr
, (3)
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здесь Rэл. = ρ l
S

- электрическое сопротивление, не путать с радиусом монеты – букв не
хватает.
По закону Ома, сила тока в выделенном кольце

di = gEind =
hdr

ρ2πr
·
µ0I

′

2l
r2 =

µ0I
′h

4πρl
rdr. (4)

Заметим, что в однородном магнитном поле, сила, действующая на контур с током, ориенти-
рованный так, как наша монета, равна нулю. Однако можно показать, что в неоднородном
поле появляется сила, которая для малого контура может быть записана в виде

F = IS
dB

dx
, (5)

здесь I, S - сила тока в контуре и его площадь, dB
dx

- производная от величины индукции поля
по координате, вычисленная в центре контура. В нашем случае

dB

dx
=

d

dx

(

µ0I

2πx

)

= −
µ0I

2πl2
. (6)

Таким образом, сила, действующая на выделенное кольцо, равна

dF = di ·
(

πr2
)

·
µ0I

2πl2
=

µ0I
′h

4πρl
rdr · πr2 ·

µ0I

2πx2
=

µ2
0II

′h

8πρl3
r3dr. (7)

Проинтегрировав по всему кольцу, получим выражение, для полной силы, действующей на
монету

F =
µ2
0II

′h

8πρl3

∫ R

0

r3dr =
µ2
0II

′h

8πρl3
·
R4

4
=

µ2
0II

′hR4

32πρl3
(8)

По второму закону Ньютона изменение импульса тела, равно импульсу силы, который в
данном случае можно вычислить, даже не зная явного вида зависимости силы тока в кабеле
от времени

mV =

∫

Fdt =
µ2
0hR

4

32πρl3

∫

II ′dt =
µ2
0hR

4

32πρl3

∫

I
dI

dt
dt =

µ2
0hR

4

32πρl3

∫

IdI =
µ2
0hR

4

32πρl3
·
I20
4

=
µ2
0hR

4I20
128πρl3

.

(9)
Наконец, используя выражение для массы, получим выражение для скорости монеты
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V0 =
µ2
0hR

4I20
128πρl3

·
1

πR2hγ
=

µ2
0R

2I20
128π2ρl3γ

. (10)

3. При движении монеты в стационарном поле также будет возникать ЭДС индукции и как
следствие электрические токи, в этом случае за счет неоднородности магнитного поля. Сле-
довательно, на катящуюся монету будет действовать тормозящая сила, часто называемая
«магнитной вязкостью». Направление этой силы, противоположное скорости также можно
обосновать правилом Ленца. Для расчета этой силы применим «энергетический» подход -
работа (и мощность) тормозящей силы равна количеству (мощности) выделяемой в монете
джоулевой теплоты. Таким образом, нам необходимо рассчитать мощность выделяющейся
теплоты. Еще раз отметим, что ЭДС индукции возникает вследствие движения монеты в
неоднородном поле, в остальном же расчет токов остается прежним, поэтому проведем его
без подробных комментариев. Магнитный поток через выделенное кольцо

Φ = πr2B(x) = πr2
µ0I0

2πx
=

µ0I0

2x
r2. (11)

ЭДС индукции в кольце

Eind =
dΦ

dt
=

d

dt

(

µ0I0r
2

2x

)

= −
µ0I0r

2

2x2

dx

dt
= −

µ0I0r
2

2x2
V . (12)

Мощность джоулевой теплоты, выделяющейся в кольце

dP = gE2

ind =
hdr

2πrρ
·

(

µ0I0r
2

2x2
V

)2

=
µ2
0I

2
0h

8πρx4
V 2r3dr . (13)

После интегрирования по всей плоскости монеты получим полную мощность

P =
µ2
0I

2
0h

8πρx4
V 2

∫ R

0

r3dr =
µ2
0I

2
0hR

4

32πρx4
V 2 , (14)

которую приравняем к мощности силы P = FV , и найдем явное выражение для этой силы

F =
µ2
0I

2
0hR

4

32πρx4
V . (15)

Как следует из этой формулы, тормозящая сила пропорциональна скорости и зависит от
координаты кольца. Запишем уравнение второго закона Ньютона для движущегося кольца

m
dV

dt
= −

C

x4
V , (16)

где обозначено C =
µ2
0
I2
0
hR4

32πρ
- постоянный коэффициент. Так как нас интересует только ко-

нечное положение кольца (когда его скорость станет равной нулю), можем преобразовать
уравнение (16), избавившись в нем от времени:

m
dV

dt
= m

dV

dx
·
dx

dt
= m

dV

dx
V = −

C

x4
V ⇒ m

dV

dx
= −

C

x4
. (17)

Последнее же уравнение может быть легко проинтегрировано с учетом начальных и конечных
условий
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mdV = −C
dx

x3
⇒ −mV0 = −C

∫ L

l

dx

x4
= −C

(

1

l3
−

1

L3

)

. (18)

Подставляя значения константы и начальной скорости, из уравнения (18) находим конечное

положение монеты L = 3

√

4

3
· l и путь пройденный ею

∆x = L− l =

(

3

√

4

3
− 1

)

l (19)

Подстановка численного значения начального расстояния приводит к результату ∆x ≈ 5,0см.
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