
Условие

Задание 2. Удар и трение.

В 9 классе в курсе физики вы изучали две простейших модели удара: абсолютно упругий
и абсолютно неупругий. В этом задании вам предстоит рассмотреть более сложные модели
ударов, в ходе которых существенную роль играет сила трения, действующая во время удара.
Часть 1. Равны ли угол падения и угол отражения?

1.1 Упругий шарик, вращающийся с большой угловой скоростью вокруг горизонтальной оси,
падает вертикально на горизонтальную упругую поверхность. Под каким углом к вертика-
ли отпрыгнет обруч от поверхности? Коэффициент трения шарика о поверхность равен µ.
Считайте, что модуль вертикальной компоненты скорости шарика не изменился, вращение
шарика после удара не прекратилось. За счет какой энергии возросла скорость шарика в ходе
удара?

1.2 Упругий не вращающийся диск (шайба) плашмя падает на поверхность льда под углом
α = 30◦. Под каким углом β отпрыгнет шайба? Считайте, что модуль вертикальной компо-
ненты шайбы за время удара не изменился. Коэффициент трения шайбы о лед равен µ = 0,10.
Действием силы тяжести за время удара можно пренебречь.

Часть 2. Неупругий удар.

2.1 «Реальная» не вращающаяся шайба плашмя падает на поверхность льда под углом
α = 30◦ со скоростью v0 = 10м

с
и продолжает скользить по поверхности льда. Считайте,

что за время удара шайба от поверхности не отрывается (т.е. вертикальная компонента ско-
рости полностью гасится за время удара). Коэффициент трения шайбы о лед равен µ = 0,10.
Действие силы тяжести за время удара в этом случае следует учитывать! Через какой про-
межуток времени от момента касания шайба остановится?
Решение

Задание 2. Удар и трение.

В 9 классе в курсе физики вы изучали две простейших модели удара: абсолютно упругий
и абсолютно неупругий. В этом задании вам предстоит рассмотреть более сложные модели
ударов, в ходе которых существенную роль играет сила трения, действующая во время удара.
Часть 1. Равны ли угол падения и угол отражения?

1.1 Во время удара на шарик постоянно действует сила трения. Для вертикальной и горизон-
тальной компонент вектора скорости на основании второго закона Ньютона можно записать
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уравнения

m
∆vZ

∆t
= Nm

∆vX

∆t
= µN (1)

Из этих уравнений следует, что

∆vX = µ∆vZ (2)

Так как вертикальная компонента только изменяется свой знак, то ∆vZ = 2v0, следовательно,
шарик приобретет в горизонтальном направлении скорость vX = 2µv0. Следовательно, шарик
отпрыгнет под углом

α = arctg(2µ) (3)

к вертикали. Кажущееся увеличение кинетической энергии шарика связано с замедлением
его вращения вокруг собственной оси.
1.2. Аналогично предыдущему пункту запишем уравнения для изменения вертикальной и
горизонтальной компонент скорости шарика

m
∆vZ

∆t
= Nm

∆vX

∆t
= −µN (4)

Или в данном случае

∆vX = −µ∆vZ (5)

Учитывая начальные и конечные значения компонент скорости шайбы, получим

vx1 − v0 cosα = −2µv0 sinα (6)

Откуда следует, что горизонтальная компонента скорости станет равной

vx1 = v0 cosα− 2µv0 sinα (7)

Поэтому шайба отпрыгнет под углом

β = arctg
vZ

vx1
= arctg

v0 sinα

v0(cosα− µ sinα)
= arctg

sinα

(cosα− µ sinα)
≈ 31,5◦ (8)

Часть 2. Неупругий удар.

Законы изменения компонент скорости шайбы в этом случае имеют вид

m
∆vz

∆t
= N −mgm

∆vx

∆t
= −µN (9)

Проводя суммирование по малым промежуткам времени ∆ti, на которые разбивается время
удара, получим

m∆vz =
∑

i

Ni∆ti −mgτm∆vx = −µ
∑

i

Ni∆ti (10)

Где τ - полное время удара.
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Учитывая, что в данной модели ∆vZ = v0 sinα, получим выражение для горизонтальной
компоненты скорости шайбы после окончания удара (то есть после того как прекратилось
вертикальное движение центра масс шайбы):

vx1 = v0 cosα− µv0 sinα− µgτ. (11)

В дальнейшем шайба скользит с постоянным ускорением a = −µg, поэтому закон изменения
ее скорости имеет вид

vx(t) = v0 cosα− µv0 sinα− µgτ − µg(t− τ) =

= v0 cosα− µv0 sinα− µgt
(12)

Откуда следует, что время движения шайбы до остановки равно

t =
v0 cosα− µv0 sinα

µg
≈ 8,2с. (13)

Машина по изготовлению льда. Решение

1. Подготовка

1.1. В исходном состоянии давление, температура и объём газа равны соответственно p0, Tкомн,
V1. Запишем уравнение состояния идеального газа:

p0V1 = νRTкомн (1)

Откуда следует:

ν =
p0V1

RTкомн

=
101 · 103 Па · 5,0 · 10−3 м3

8,31 Дж

моль·К
· 293 К

= 0,207 моль

1.2. При адиабатическом «растягивании» на первом этапе газ будет охлаждаться. Далее, за
счет теплообмена с водой, он будет иметь возможность заморозить её, только если темпера-
тура газа окажется ниже температуры замерзания воды.
Пусть после увеличения объёма газа до V2 на первом этапе температура газа стала равной
T ∗. Тогда необходимым условием для изготовления льда будет T ∗ < Tл. Так как процесс на
первом этапе адиабатический, то справедливо соотношение:

TкомнV
γ−1

1 = T ∗V
γ−1

2 (4)

Условию T ∗ < Tл тогда соответствует:

V2 > V1

(

Tкомн

Tл

)
1

γ−1

(5)

То есть минимальный объём:

V2 min = V1

(

Tкомн

Tл

)
1

γ−1

= 5,0 · 10−3 м3 ·

(

293 К

273 К

)
1

7
5
−1

= 5,97 · 10−3 м3 = 5,97 л

2. Кристаллизация

2.1. Примерная диаграмма, иллюстрирующая описанный процесс, изображена на рис. 1
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Рисунок 1
Участок 1 – адиабатическое сжатие до объёма V2, далее на участке 2 газ изохорно нагревается
за счёт теплообмена с замерзающей водой. Теплообмен идёт до тех пор, пока температура газа
не сравняется с температурой кристаллизации воды Tл. Далее участок 3 представляет собой
адиабатическое сжатие до начального объёма V1. Наконец, участок 4 – изохорное охлаждение
газа до комнатной температуры.
2.2. Используя постоянство произведения TV γ−1 для адиабатического процесса на участке 1,
найдём температуру газа T ∗ в конце данного участка:

T ∗ = Tкомн

(

V1

V2

)γ−1

= 293 К ·

(

5,0 · 10−3 м3

7,0 · 10−3 м3

)
7

5
−1

= 256,10 К (6)

(Запасные цифры после запятой взяты не из соображений физической точности, а для того,
чтобы уменьшить вклад погрешности округлений, способных оказать значительное влияние
на результат в данной задаче).
Далее на участке 2 будет происходить изохорный теплообмен между газом и замерзающей
водой, пока газ не нагреется до Tл. Запишем уравнение теплового баланса.

CV (Tл − T ∗) = λ∆m (7)

Тогда масса льда, образующегося за один цикл равна:

∆m =
CV (Tл − T ∗)

λ
=

4,30Дж

К
· (273,00К − 256,10К)

3,3 · 105Дж

кг

= 0,220 г

2.3. Чтобы заморозить всю воду в стакане, необходимо произвести количество циклов:

N =
m

∆m
=

0,20 кг

0,220 · 10−3 кг
= 909 (8)

2.4. После прохождения одного цикла газ возвращается в исходное состояние, значит изме-
нение внутренней энергии газа за один цикл равно нулю. Тогда, исходя из первого начала
термодинамики, работа, которую Федя совершает над газом, расходуется на теплопередачу
другим телам. Для изучаемого цикла:

A = Qокр −Qводы (9)
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где Qокр — количество теплоты, отданное в окружающую среду на 4 этапе цикла, Qводы —
количество теплоты, полученное при кристаллизации воды на 2-м участке цикла. Выражение
для Qводы мы уже записали в (7), чтобы рассчитать Qокр необходимо сначала найти темпера-
туру газа после окончания третьего этапа цикла. Для этого применим условие постоянства
TV γ−1 к адиабатическому сжатию газа. Температура T ∗∗ в конце сжатия оказывается равной:

T ∗∗ = Tл

(

V2

V1

)γ−1

= 273К ·

(

7,0 · 10−3 м3

5,0 · 10−3 м3

)
7

5
−1

= 312,33К (10)

Тогда из (9) получаем выражение для работы, совершаемой Федей за один цикл:

A = CV (T
∗∗ − Tкомн)− CV (Tл − T ∗) = CV (T

∗ + T ∗∗ − Tкомн − Tл) (11)

A = 4,30
Дж

К
(256,10К + 312,33К − 293,00К − 273,00К) = 10,45Дж

2.5. Логичным и естественным способом введения КПД для холодильника является подсчет
количества энергии, забираемого у охлаждаемого тела по отношению к совершённой работе.
В нашем случае это равно η = Qводы

A
. Данная величина действительно описывает эффектив-

ность холодильной машины: из двух устройств выгоднее то, у которого η больше. Однако,
непривычное в таком определении КПД то, что он, вообще говоря, может оказаться боль-
шим единицы. Тем не менее, именно указанный способ подсчёта мы и будем использовать в
дальнейшем. Получаем:

η =
Qводы

A
=

CV (Tл − T ∗)

A
=

4,30Дж

К
· (273,00К − 256,10К)

10,45Дж
= 6,95 = 695% (12)

Еще раз отметим, что данный результат вполне корректен, а столь большое значение полу-
чилось вследствие введённого определения КПД. Нет никаких причин требовать КПД быть
меньшим единицы: действительно, ведь Qводы представляет собой не часть расходов энергии,
на которые «тратится» совершённая работа A, а, наоборот, является поступлением теплоты
в рабочий газ.
2.6. Максимальную силу Fmax Феде придётся приложить к поршню в тот момент, когда давле-
ние газа будет максимально отличаться от атмосферного. Из P-V диаграммы процесса (рис.
1) замечаем, что это может произойти в конце этапа 1 или этапа 3 цикла. Давление p∗ в конце
этапа 1 найдём из уравнения состояния идеального газа:

p∗ =
νRT ∗

V2

=
0,207моль · 8,31 Дж

моль·К

7,0 · 10−3 м3
· 256,10К = 6,29 · 104 Па (13)

Аналогично давление p∗∗ в конце этапа 3 равно:

p∗∗ =
νRT ∗∗

V2

=
0,207моль · 8,31 Дж

моль·К

5,0 · 10−3 м3
· 312,33К = 1,07 · 105 Па (14)

Сила, которую прикладывает Федя, с учётом атмосферного давления, действующего на пор-
шень снаружи, будет равна:

F = |p− p0|S (15)

В двух рассматриваемых состояниях получаем:
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F ∗ = |p∗ − p0|S = |6,29 · 104 Па − 10,1 · 104 Па| · 8,0 · 10−3 м2 = 304Н

F ∗∗ = |p∗∗ − p0|S = |1,07 · 105 Па − 1,01 · 105 Па| · 8,0 · 10−3 м2 = 48,0Н

Таким образом, Fmax = 304 Н.
Из п.2.4 нам известна работа, совершаемая Федей за один цикл. При этом поршень проходит
путь равный:

l = 2
V2 − V1

S
= 2

7,0 · 10−3 м3 − 5,0 · 10−3 м3

8,0 · 10−3 м2
= 0,50м (16)

Средний модуль силы тогда можно найти через выражение для работы силы.

Fср =
A

l
=

8,6Дж

0,50м
= 17,2Н (17)

3. Охлаждение и кристаллизация

3.1. Второй этап цикла длится до наступления теплового равновесия. В предыдущей части за-
дачи оно наступало, когда рабочий газ нагревался до температуры кристаллизации Tл воды.
Теперь во время теплообмена с рабочим газом вода будет охлаждаться, и конечная темпера-
тура установившегося теплового равновесия в конце второго этапа цикла заранее неизвестна.
Более того, в результате охлаждения на данном этапе, в начале каждого цикла вода будет
находиться при меньшей температуре, чем на предыдущем. Значит, и температура устано-
вившегося теплового равновесия будет с каждым циклом уменьшаться. Согласно уравнению
состояния идеального газа, при постоянном объёме с температурой будет уменьшаться и дав-
ление. Таким образом, общий вид диаграммы процесса для трёх последовательный циклов
приведён на рис. 2.

Рисунок 2
Температура равновесного состояния и давление в конце второго этапа будут падать с каж-
дым последующим циклом до тех пор, пока не будет достигнута температура кристаллизации
воды. Дальше процесс пойдёт аналогично рассмотренному в предыдущем пункте задачи.
3.2. Уравнение теплового баланса (7) в данном случае примет вид:

CV (Tn+1 − T ∗) = cвm(Tn − Tn+1) (18)

Откуда можно выразить искомую зависимость:
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Tn+1 =
cBmTn + CV T

∗

cBm+ CV

(19)

где значение T ∗ было найдено в п.2.2 – уравнение (6).
3.3. Выражение (19) можно переписать в следующем виде:

Tn+1 =
cBmTn − cBmT ∗ + cBmT ∗ + CV T

∗

cBm+ CV

=
cBm(Tn − T ∗)

cBm+ CV

+ T ∗

Tn+1 − T ∗ =
cBm(Tn − T ∗)

cBm+ CV

Вводя новую величину xn ≡ Tn−T ∗, получим связь xn+1 и xn, описывающую геометрическую
прогрессию: xn+1 = qxn, где знаменатель равен:

q =
cBm

cBm+ CV

=
4200 Дж

кг·К
· 0,20 кг

4200 Дж

кг·К
· 0,20 кг + 4,30Дж

К

= 0,995

Чтобы найти количество циклов до начала замерзания воды, необходимо найти номер члена
данной прогрессии, при котором Tn станет равным температуре кристаллизации воды Tл.
Подставляя начальную и конечную температуры, имеем для величины x:

x0 = Tкомн − T ∗ = 293 К − 256,10 К = 36,90 К

xN = Tл − T ∗ = 273 К − 256,10 К = 16,90 К

Так как xN = x0q
N , получаем:

qN =
xN

x0

(0,995)N = 0,458

Необходимо из данного уравнения найти N . В математике функция, позволяющая найти
степень при известном основании и результате возведения, называется логарифмом. Однако,
даже не используя подобную терминологию, ответ можно подобрать, используя инженерный
калькулятор: пробуя степени сначала грубо (50, 100, 150, 200), затем около искомого значения
более точно. Можно обнаружить, что наиболее точно подходит значение N = 156.
Наконец, грубую оценку величины N можно получить и без калькулятора. Записав возведе-
ние в виде (0,995)N = (1 − 0,005)N и воспользовавшись приближённой формулой (1 + x)α ≈
1 + αx для малых x, получим 1− 0,005N ≈ 0,458. Откуда следует N ≈ 108.
Чтобы обратить в лёд всю воду, необходимо к найденному количеству циклов N охлажде-
ния воды прибавить количество циклов, необходимых для её замораживания из предыдущей
части задачи.

Nполн = N +Nзаморозк = 156 + 909 = 1065

3.4. Для нахождения КПД необходимо посчитать работу Феди и количество теплоты, заби-
раемой у воды за цикл при её охлаждении.
Температура после адиабатического сжатия (третьего этапа цикла) теперь уже будет зависеть
от номера цикла – T ∗∗

n , как и температура равновесного состояния газ-вода. Однако связь
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между ними останется всё той же, определяемой формулой (10). Выражение (11) для работы
Феди также остаётся справедливым, если учесть зависимость от номера цикла:

An = CV (T
∗ + T ∗∗

n − Tкомн − Tn) (20)

Подставляя выражения (6) и (10) для температур со звёздочками, получаем:

An = CV

(

Tкомн

(

V1

V2

)γ−1

− Tкомн + Tn

(

V2

V1

)γ−1

− Tn

)

= CV

(

Tкомн

(

V1

V2

)γ−1

− Tn

)(

1−

(

V2

V1

)γ−1
)

(21)
Количество теплоты, забираемой у воды за один цикл, равно:

Qn воды = CV (Tn − T ∗) = CV

(

Tn − Tкомн

(

V1

V2

)γ−1
)

(22)

Таким образом, КПД за один цикл оказывается равным:

η =
Qn воды

An

=

CV

(

Tn − Tкомн

(

V1

V2

)γ−1
)

CV

(

Tкомн

(

V1

V2

)γ−1

− Tn

)(

1−
(

V2

V1

)γ−1
) =

1
(

V2

V1

)γ−1

− 1
(23)

Что важно, оказалось, КПД не зависит от температур и номера цикла, а определяется толь-
ко максимальным и минимальным объёмом газа в ходе процесса. Данное выражение для η

можно было получить и в предыдущей части задачи с замерзанием воды, однако там, ввиду
постоянства температур, в нём не было необходимости. И действительно, подставив числовые
значения, получим тот же результат (с точностью до погрешности округления):

η =
1

(

7,0·10−3 м3

5,0·10−3 м3

)
7

5
−1

− 1

= 6,94 = 694%

3.5. Чтобы всю воду превратить в лёд, нужно отвести от неё количество теплоты:

Qполн = cвm(Tкомн − Tл) + λm (24)

Так как КПД процесса оказывается постоянным, работу, которую необходимо затратить Феде
для заморозки воды, можно рассчитать по формуле:

Aполн =
Qполн

η
=

cвm(Tкомн − Tл) + λm

η
(25)

Aполн =
4200 Дж

кг·К
· 0,2 кг · (393К − 373К) + 3,3 · 105 Дж

кг
· 0,2 кг

6,94
= 11,9 кДж

8



9



10


